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Matematika racunalom

Zadatak 1 PokazZite da tocka P lezi na opisanoj kruznici trokuta ABC onda
i samo onda ako su moZista okomica iz tocke P na pravce BC, CA i AB
kolinearna.

Slika 1: Simpsonov pravac

Rjesenje: Uz uporabu ve¢ postojecih funkcija za analiticku geometriju
(mogu se pronaé¢i u prilozenom dokumetnu: p-v24_zad_2004.nb) zadatak
mozemo rijeSiti na sljedec¢i nacin:
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Matematika racunalom

1. Zadavanje tocaka:

tA = {0,0}
o tB:= {10}
tC:= {cl,c2}

2. Racunanje koordinata sredista trokutu ABC' opisane kruznice:

o tO = e2X3JtA, tB, tCJ;

3. Racunanje koordinata ortogonalnih projekcija tocke P na pravce AB,
AC i BC:

kN = e2protp[ tP, e2p2t[tA, tB]];
e mN = e2protp[ tP, e2p2t[tA, tC]];
nN = e2protp[ tP, e2p2t[tB, tC]];

4. Pronadimo odnos izmedu koordinata tocke P = (pl,p2) kada se tocka
P nalazi na opisanoj kruznici trokuta ABC"

e Solve[(pl-tO[[1]])"2 + (p2-tO][2]])"2 - e2d2[tO, tA]==0, pl]

5. Pronadimo odnos izmedu koordinata tocke P kada su tocke kN, mN i
nN kolinearne:

e Solve[e23tpQ[mN, kN, nN] == 0, pl]

Kako su rezultati ((1), (2)) koraka 41 ((1), (2)) koraka 5 identi¢ni mozemo
zakljuciti da su uvjeti ekvivalenti, tj. ukoliko P zadovoljava jedan od uvjeta
onda zadovoljava oba.
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Matematika racunalom

Zadatak 2 Ako je ABCD kvadrat w ravnini, onda za svaku tocku P koja
ne lezi na niti jednom od pravaca AB, BC, CD i DA Steinerove tocke
trokuta ABP, BCP, CDP i DAP leze na kruznici. Gdje se nalazi srediste
te kruznice 1 koliki joj je radijus.
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Slika 2: Kruznica kroz Steinerove tocke trokuta ABP, BCP, CDP i DAP

Rjesenje: Pokazimo prvo da se sve ¢etiri Steinerove tocke nalaze na istoj]
kruznici.

1. Zadavanje tocaka:

tA = {0,0}
tB := {a,0}

e tC:={aa}
tD := {0,a}
tP .= {pl,p2}
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Matematika racunalom

2. Pronadimo koordinate Steinerovih tocaka trokuta ABP, BCP, CDP
i DAP:

sABP = e2X99[tA, tB, tP];
sBCP = e2X99[tB, tC, tP];
sCDP = e2X99[tC, tD, tP];
sDAP = €2X99[tD, tA, tP]

I

3. Pronadimo koordinate srediSta kruznice k kroz tocke sABP, sBCP,
sCDP te polumjer:

s3ST = ¢2X3[sABP, sBCP, sCDPJ;
35T = e2d[s3ST, sABPJ;

4. Provjerimo da li se tocka sDAP nalazi na dobivenoj kruznici k:

o c2tkQ[sDAP, {s3ST, r3ST}]

- Rezultat bi trebao biti True ¢ime je prvi dio zadatka rijesen.

Zanimljivo je da se i tocka P nalazi na kruznici k.

o e2tkQ[tP, {s3ST, r3ST}]

- Rezultat: True

Potrebno je jos pronaci srediste kruznici k i polumjer u opc¢enitim koor-
dinatama.

1. Zadavanje tocaka:

tA := {0, 0}

. tB = {x1, x2}
tD:= {y1, y2}
tP = {z1, 22}

2. Racunanje Steinerovih tocaka trokuta ABP i DAP:

sABP = e2X99[tA, tB, tP];
sDAP = e2X99[tD, tA, tP];
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Matematika racunalom

3. Racunanje koordinata sredista kruznice k:

e sODk=e2X3[sABP, sDAP, tP]

- Koristimo tvrdnju da se i tocka P nalazi na kruznici k.

4. Racunanje kvadrata polumjera kruznice k:

e 1ODk=ec2d2[tmp, tP]

Do sada smo radili pomoc¢u modificiranih koordinata pa je potrebno sve
tocke translatirati za vektor A = (al,a2). Varijable pocetne konfiguracije
neka su uz A jos: B = (b1,02), C' = (cl,c2), D = (d1,d2) i P = (pl,p2).

FS[sODk /. {x1->bl - al, x2->b2 - a2, yl->d1 - al, y2->d2 - a2,
z1->pl - al, z2->p2 - a2}

FS[rODk /. {x1->bl - al, x2->b2 - a2, yl->d1 - al, y2->d2 - a2,
z1->pl - al, z22->p2 - a2}

- Napomena: Ovo se veoma dugo racuna.

U gornjem bloku naredbi kao Qutput dobili smo srediste i kvadrat polum-
jera ¢ime je zadatak rijeSen.
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Matematika racunalom

Zadatak 3 Ako tetraedar ima samo jedan brid veci od jedan dokaZite da mu
1

Jje volumen najvise ;.
Rjesenje: Neka je T} proizvoljan tetraedar takav da mu je samo jedan brid
veéi od jedan. Generirajmo tetraedar 75 na sljedeéi nacin. Neka je brid x,
tetraedra Ty duljine d := min{duljine svih bridova tetraedra Ty}, te neka
je baza od Ty dana kao jednakokracan trokut s dvije stranice duljine 1 te
stranicom z5. Strana tetraedra T, nad stranicom x, baze B, neka je isti
takav jednakokracan trokut koji u prostoru zatvara kut od 90 stupnjeva sa

bazom B, tetraedra T5.

/
_—
L~

brid duljine d

Slika 3: Tetraedar T}

Jedana od konfiguracija u prostoru R* moze se ostvariti kao na slici 4:

A =(0,0,0), B =(0,d,0), C = (y/1-%,40), D=(0,%,/1-2) gdje

su A, B,C, D vrhovi tetraedra T5.
Ako sada dokazemo da je Volp, < Volg, i Volp, < % rijesili smo zadatak.

Dokazimo prvo da je Voly, < Volp,. Neka je baza tetraedra 7 strana
kod koje su svi bridovi manji ili jednaki jedan te barem jedan brid duljine d.
Oznacimo takav brid s z;. Povrsina baze B; tada je P(B;) = %d*v(gl,xl) gdje
je v(B, 1) Visina baze B; nad stranicom z;. Pomoc¢u Tvrdnje 1 (za detaljniju
formulaciju pogledati Dodatak) vidimo da je

1 1
P(Bl) = §d* U(Bl,xl) S §d * U(Bg,xg) = P(Bz)
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Matematika racunalom

zbog V(B,,22) = V(B 1) Kako se barem jedna strana (bez baze) tetraedra Ty
sastoji od dva brida duljine manje ili jednake jedan (nazovimo ju stranom
S1) to je duljina visine v(g, 5) nad stranicom s baze B; manja od visine nad
stranicom s modificiranog trokuta koji se jos sastoji od dvije stranice duljine
1 (Tvrdnja 1). Takoder, visina tetraedra 7 ne moze biti veca od visine v g,
pa vidimo da je vy, < v(s, ) < vaapp = vr,. Posljednja nejednakost slijedi
iz toga Sto je d manje ili jednako duljini od s. Sada vidimo da je

1
VOlTl = g

Dokazimo sada da je Volp, < %. Volumen tetraedra T5 mozemo prikazat

1 ‘ 1

brid‘duljine d

1\ /) 1

C

Slika 4: Tetraedar T3

kao funkciju jedne varijable.

1 1
‘/OlT2 (d) = §P<B2>UT2 = édU(B27ZE2)UTQ e

Pronadimo maksimum funckije Volr,(d) na intervalu < 0, 1.

1. Definirajmo funkciju za volumen tetraedra T5:

1
6

o Volld]:=dx(1—(d*)/4)/6
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Matematika racunalom

2. Izracunajmo gdje se postizu ekstremi:

e 1j = Solve[D[Volld],d] == 0,d|
- Rezultat:

T
V3 T V3T

3. Izracunajmo vrijednosti funkcije u tockama ekstrema:

e N[Vol[d] /. rj]

- Iz rezultata {—0.1283,0.1283} zakljucujemo da funckija raste na
intervalu < 0, 1] 8to smo mogli vidjeti i iz slike.

2—

2 —

Slika 5: Volf, (d) = d (1 - dz) L de[-2,2]

4. Izracunajmo sada vrijednost funkcije za d = 1:

° Vol[l]
- Rezultat: %.

Kako smo uspijeli pokazati da je maksimalni volumen tetraedra 75 manji
ili jednak jednoj osmini dokazali smo i tvrdnju iz zadatka.

Napomena: Zanimljivo je da smo ovom metodom pronasli i tetraedar koji
zadovoljava uvjete a volumen mu je to¢no jedna osmina.
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Matematika racunalom

Zadatak 4 PokaZite da je ortocentar ortocentrickog tetraedra simerican sre-
distu mjegove opisane sfere u odnosu na teziste.

Rjesenje: Rjesenje ovog naizgled teskog problema moze se provesti u neko-
liko koraka:

1. Definirajmo tocke baze:

tA := {0, 0, 0}
e tB:={1,0,0}
tC :={cl, ¢2, 0}

2. Izracunajmo ortocentar trokuta ABC"

tGtABC = e2X4[{tA[[1]], tA[[2]]},

o  {tB[]], tB[[2]]}, {tC[[1]], tC[[2]]}];
tGtABC = {tGtABC[[1]], tGtABC][2]], 0};

- Pretpostavka da je tetraedar ortocentrican po karakterizaciji ek-
vivalentna je tome da je barem jedno noziste visina na strane
tetraedra jednako ortocentru pripadne strane, odnosno da je svako
noziste visina na strane tetraedra ortocentar pripadne strane. Sto-
ga je dovoljno postaviti uvjet da je noziste visine iz vrha D orto-
centar tGtABC trokuta ABC, odnosno baze tetraedra.

3. Definirajmo tocku D:

o tD = {tGtABC|[[1]], tGtABC[[2]], z};

4. Definirajmo visine na strane ABC' i ABD:

vABC = e3p2t[tGtABC, tDJ;
vABD = e3p2t[tC, e3protr[tC, e3r3t[tA, tB, tD]]];

5. Odredimo tocku u kojoj se sjeku visine:

rj = Solve[vABC[[1]] + t*vABC[[2]] == vABD[[1]]
o  +K*VABD[2]], {t, k}};
tT = vABC[[1]] + t*vABC|[[2]] /. rj[[1]];

- Zbog odabrane parametrizacije visine ¢e imati presjek razlicit od
praznog skupa.
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Matematika racunalom

6. Provjerimo da li je ortocentar simetrican sredistu opisane sfere u odnosu
na teziste:

e FS[e3m[tT, e30[tA, tB, tC, tD]] == e3G[tA, tB, tC, tD]]

- Ovdje koristimo ideju da ako je teziSte centar simetrije za orto-
centar i srediSte opisane sfere onda je i poloviste tih tocaka.

Ukoliko ste sve korake odradili kao sto je i napisano rezultat koraka 5 biti
¢e True sto pokazuje da je tvrdnja iz zadatka tocna.
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Matematika racunalom

Zadatak 5 DokazZite da ako F,, oznacava n-ti Fibonacci-ev broj onda se do-
davangem broja F? produktu bilo koja dva razlicite broja iz skupa

{2Fn—17 2Fn+17 2Fn—2Fn—1F37 2Fn+2Fn+1F§}
zan > 2 dobiyje potpun kvadrat nekog broja.
Rjesenje: Idemo po slucajevima:

1. 4F, \Fyy + F2
Iz identiteta Fy,_1F,. 1 = (—1)"+ F2 i L2 —5F? = 4(—1)" slijedi da je
4F, 1F,1+ F?=L2. L, predstavlja niz Lucasevih brojeva koji su po
definiciji prirodni.

(%)

2. 4F2 | F, ,F3 + F? = F2(AF2 | F, ,F, + 1)
Dovoljno je pokazati da su svi ¢lanovi niza (*) potpuni kvadrati. Ispise-
mo li korijene nekoliko prvih ¢lanova niza (%) (1,3,7,19,...) i provjer-
imo na internet stranici http://www.research.att.com/ njas/sequences,/
specijaliziranoj za nizove prirodnih brojeva dobiti ¢emo niz s rekurzijom
F? ,+ F, oF, 1+ F?_,. Pokazimo sada da je

AF? (Fy oF, +1=(F2 ,+ F, oF, 1+ F2 )%

FS[FunctionExpand|
4*Fibonacci|n - 2]*Fibonacci[n]*Fibonaccijn - 1]°2 + 1 ==
(Fibonacci|n - 1]°2 + Fibonacci|n - 1]*Fibonacci[n - 2] +
Fibonacci[n - 2]°2)"2, n \ [Element] Integers]]

Rezultat je (64(1 ++/5))"sin(nm) = 0, a kako to vrijedi za svaki n € N
vrijedi i tvrdnja.
(%)
3. 4F, 1 FpooF 1 F3 + F2 = F2(4F, o Fp i F Fyy + 1)
Dovoljno je pokazati da su svi clanovi niza () potpuni kvadrati.

Usprkos trudu nisam uspio dokazati da su svi ¢lanovi niza (x%) potpuni
kvadrati. :(

()

4. AF, \Fy \Fy oF? + F? = F2(A4F, 1 F,Fy_1F,_y+ 1)
Niz (4) jednak je nizu (xx) s pomakom indeksa za 1 pa se dovoljno
pozvati na slucaj 3.
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(++)
5. AF2, oo F3 + F2 = F2(4F2  FioFy + 1)

Niz (++) jednak je nizu (*) s pomakom indeksa za 2 pa se dovoljno
pozvati na slucaj 2.

6. 4F, 1 Fpoly oF, 1FP + F?
Iz identitete F}, oF, 1 F, 1F, 10 = F* — 1 slijedi

AFy 1 Fyyo by o By FY 4+ F2 = A4(Fy — 1)FP + F2.

Neka nam sada Mathematica faktorizira novi izraz.

e Factor[4*(F"4 - 1)*F"6 + F"2]

Rezultat je F?2(—1+2F*)? pa zaklju¢ujemo da tvrdnja vrijedi i u ovom
slucaju.
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DODATAK

Tvrdnja 1 Za trokut ABC gdje je stranica ¢ duljine x, duljine stranica
a,b €< 0,1] i 2l > x wrijedi da je visina nad stranicom c¢ najveca kada
su stranice a i b duljine [.

Rjesenje: Iz slike se vidi da se maksimalna visina postize kod presjeka
kruznica, tj. kada su i stranica a i stranica b duljine [. Dio ravnine obojan u
crnu boju, zajedno sa pripadnim dijelovima kruznica predstavlja skup tocaka
kandidata za vrh C.
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